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Einleitung. 

Vorliegende Arbeit bezweckt hauptsächlich, Beispiele räum- 
licher Eurvennetze ohne Umwege zu liefern. G. Seh ef fers, ^} 
der diesen Eurvennetzen den Namen gegeben, gibt für die 
Sbene folgendes Beispiel an: „Läßt man eine Eurve in der 
Ebene um den Anfangspunkt rotieren, so gehören die hervor - 
g'ehendeu einfach unendlich vielen Eurven zu einem speziellen 
Kurvennetz ohne Umwege. Die zugehörige zweite Schar geht 
durch Spiegelung dieser Schar an einer Geraden durch hervor". 
Sodann hat neuerdings R. Rothe*) das System der beiden 
Scharen von Erttmmungslinien auf der gemeinen Schraubenfläche 
als ein Eurvennetz ohne Umwege bestimmt. In den vorliegen- 
den Untersuchungen werden weitere Beispiele solcher Systeme 
auf geradlinigen und auf zyklischen Flächen angegeben. 

Zunächst werden auf den Kegelflächen solche Eurvenscharen 

bestimmt, die mit den geraden Linien der Fläche Eurvennetze 

ohne Umwege bilden. Es zeigt sich, daß diese Eurvenscharen 

die Erzeugenden in projektiven Punktreihen schneiden. Auf 

den zyklischen Flächen werden solche Eurvenscharen bestimmt, 

die mit den erzeugenden Ereisen die gewünschten Eurvennetze 

bilden. Das einfachste Beispiel eines räumlichen Eurvennetzes 

ohne Umwege ist die Übertragung des G. Scheffersschen 

Systems auf den Baum; als weiteres einfaches Beispiel ergibt 

sicSi das Netz der rechts- und linksgewundenen Schraubenlinien 

au f den fiotat/oflgflflchen. Auf der Umdrehnngsfläche der Sinus- 

$^w Kffl s ^^^ ^HtveBU^'^^^ °*^°® Umwege. Berichte der math. phys. Klasse 

81 ly. ^^*ie. GßWtes/iÄ/t der Wissenschaften zu Leipzig 67 1905 S. 353 ff. 

Kwmaiaij*> ^ 0« /> ^tP^ ^^ ^^^^ Fläche und über die Flächen, deren 

mtüier^Y^ "^/e /^^^^^^^ bilden. Jahresbericht der Deutschen Mathe- 

^«4/ ^ ein ^^ £709 s. 432. 
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Ilnie ist dieses System zugleich ein solches von äquidistanten 
Earven, auf dem Catenoid das der Asymptotenlinien. Der letzte 
Abschnitt dieser Untersuchungen gibt eine kinematische Eigen- 
schaft der räumlichen Eurvennetze ohne Umwege. 
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^) Im folgenden soll dieser Band der Kürze wegen stets mit D. G. I 
bezeichnet werden. 
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I. Die Differentialgleichung zur Bestimmung von 

Kurvennetzen ohne Umwege. 

§1. 

Unter einem Kurvennetz ohne Umwege auf einer Fläche 
versteht man ein System von zwei einfach unendlichen Kurven- 
scharen, die einander so zugeordnet sind, daß durch jeden Punkt 
der betrachteten Fläche je eine Kurve der beiden Scharen 
hindurchgeht, und daß alle Wege von irgend einem Punkte des 
Systems zu einem zweiten eine konstante Länge besitzen. 
Diese Wege müssen jedoch auf Kurven des Systems verlaufen, 
und ferner muß auf den Kurven eine bestimmte Fortschreitungs- 
richtung festgelegt sein. G. Scheffers hat in den Berichten 
der math. physik. Klasse der Kgl. Sachs. Gesellschaft der 
Wissenschaften Bd. 57 1905 S. 353 ff. solche ebenen Kurven- 
netze ohne Umwege zuerst ihrer selbst wegen untersucht und 
ihre Differentialgleichung aufgestellt, nämlich: 

Auf den KuiTen beider Scharen des durch die Differential- 

gfleichung dargestellten Systems schneiden nun Kurven einer 

bestimmten dritten Schar stets gleiche Bogenlängen ab. Da auch 

nmgekehrt zu einer Kurvenschar, auf welcher Kurven einer zweiten 

Scbsr gleiche Bogenlängen abschneiden, sich immer eine dritte 

Scbär bestimmen läß*> ^^ ^^^ ebenfalls die Kurven der zweiten 

Qßjjs^ ^^^ioJiQ ßogeJ^&J^gen abschneiden, so kann man nach 

r» V' ^'^^^^Jii'U I ^nf folgendem Wege zu Kurvennetzen ohne 
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Man geht aus von zwei Enrvenscharen, a = const. und 
v = const., gegeben durch die Gleichungen: 

x = fi(u,v), y = t^(n,Y), z = f3(u,v), 

in welchen u die Bogenlänge der Kurven v = const bedeuten 
möge, so daß: 

-=(ii)*+(^r+(S)=> 

ist Jetzt betrachte man die Veränderliche y als eine Funktion 
von u und einem neuen Parameter d(v = g (u, d)), der so 
gewählt sein soll, daß u auch für die Kurven ^ == const. die 
Bedeutung der Bogenlänge besitzt Dann wird das System 
(u, ^) dargestellt durch die Gleichungen: 

x = fi(u,g(u, *)), y = fa(u,g(u,d)), z = f8(u,g(u,d)). 

Soll nun u für die Kurven d = const die Bedeutung der Bogen- 
länge besitzen, so muß die Bedingung erfüllt werden: 

^=(^)'+(i^r+ö=.. 

Nnn ist: 

^ — \du "^ög du/ "f \du "'" dg du/ """Idn "'"dg duj 

_ V/ö^V, „dg ^^dt, (dgy^fdtA* 
-^Vdu^ "•" du^dudg~f'\du/ -^\dgj 

du \du/ 

Damit E. = 1 wird, muß 2F r^ + G i^] verschwinden. Der 
^ du ' \ou/ 

gesuchte Parameter ^ ist mithin als Integrationskonstante der 

Differentialgleichung 

dv 
2F + Gi^ = 
du 

zu bestimmen. 

Zwei Kurven u = u^ und u = u, schneiden also im System 
(u, v) auf den Kurven v = const. die gleiche Bogenlänge ab wie 
auf den Kurven d = const im System (u, 1*). Die beiden Kurven- 
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scharen v = const und d = const. bilden mithin ein Kurvennetz 
ohne Umwege. Um dessen Gleichungen zu erhalten, muß man 
nach Integration der Differentialgleichung u als Funktion von 
y und i9 bestimmen und in die ursprünglichen Gleichungen 
einsetzen. 

Da auf jeder Fläche die Ausgangskurvenschar wie auch 
die Kurven, die auf dieser gleiche Bogenlängen abschneiden, 
willkürlich zu wählen sind, gibt es in der Theorie auf jeder 
Fläche natürlich unendlich viele solcher Kurvennetze ohne Um- 
wege. Doch ist es nur in den wenigsten Fällen möglich, die 
Differentialgleichung zu integrieren und die Gleichungen des 
Kurvennetzes aufzustellen. In erster Linie muß die Bogenlänge 
der Kurven der ersten Schar als einfache Funktion in die 
Gleichungen dieser Kurven einzuführen sein. Diese Bedingung 
wird beispielsweise erfüllt, wenn die Untersuchung auf gerad- 
linige und auf zyklische Flächen beschränkt bleibt, und auf 
diesen als Ausgangskurven die erzeugenden geraden Linien 
bezw. Kreise gewählt werden. 



IL Untersuchungen über geradlinige Flächen. 

§2. 
Die Differentialgleichung zur Bestimmung von Kurvennetzen 

ohne Umwege auf Begelflächen. 

Die Gleichung einer jeden geradlinigen Fläche läßt sich, 
wenn die Länge der geraden Linien als einer der beiden un- 
abhängigen Parameter gewählt werden soll, in die Form kleiden: 

(1) x=f,(v) + u.A,(v), y=f2(v) + u-A,(v), z = f3{v) + u.A3(v), 

wo X = f^ (V), y=f^ (v), z = fg (v) als Nullkurve der Geraden- 
Schar gewählt ist, abhängig von dem Parameter v, und ^^(v), 
^ W, is (y) die Bjch inrgskosinus der Geraden bedeuten, ebenfalls 
allein abhängig y^^ ^^ Die Parameterkurven v = const. in den 
Oleicbnngen ^^ j ^ie geraden Linien der Fläche, und die 
Sd^ ^ ^^ ^Oj3^^ f/g; die Kurven dar, die auf den Geraden 
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gleiche Längen abschneiden. Die Schar u = const. ändert sich 
selbstredend, wenn sich die Nollkorve ändert. Um möglichst 
allgemein vorzugehen, gehe ich von der Striktionslinie 

x = fi(v), j = U(y)j z = ^(v) 

aus, schneide die geraden Linien dnrch eine zweite Kurve, die 
auf diesen von der Striktionslinie ab gerechnet die Länge 97 (v) 
abschneidet. Diese willkürlich gewählte zweite Kurve sei die 
Nullkurve der Geradenschar. Die Gleichung der Fläche lautet 
alsdann: 

x = f,(v) + b(v) + n].i,(v), y = f«(v)+[9^(v) + u].;,(v), 
^ ' z = f8(v) + [9'(v) + u]-^(v). 

Da X = f 1 (v), y = fg (v), z = f 8 (v) die Gleichungen der 
Striktionslinie sein sollen, besteht außer: 

noch die weitere Bedingung: 

Aus den Gleichungen (2) folgt: 
^ = V-f ^^'^i + uV + ^'V, 

^ = V + 9^% + u.V + 9^V, 

ux ^^ — 2 ^ — 2 ^ — 2 
^*' du~ ^' du~^' du~ »' 

somit 



<6) 



--mr-^' 



+ 2 9)' 2 fi'^i + 2 u 9) 2 V'- 

Will ich jetzt den Parameter v durch n and einen neaen Para- 
meter ^ so ausdrücken, daß die Kurven u = const. auch auf 
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der Schar ^ = const gleiche Bogenlängen abschneiden, so muß 
die Differentialgleichong : 

dv 
' da 

erfüllt werden; oder anch die Gleichong: 

du^_^ 
dv 2F' 

Setze ich obige Werte ein, so erhalte ich: 



(6) 



dv 



— u 



v-'+SfA 



— XX' 



Siy' + Sf»'^)' 



Das ist eine Differentialgleichung vom Typus einer Riccatischen. 
Die Integralkurven schneiden mithin auf den 
geraden Linien der Fläche projektive Punkt- 
reihen aus. 

Zu integrieren ist die Gleichung in dieser allgemeinen Form 
nicht Deswegen müssen die bisherigen Bedingungen so ver- 
engt werden, daß Gleichung (6) eine integrable Form be- 
kommt Zunächst ist sofort zu ersehen, daß im Falle <p(y) = 
Gleichung (6) in eine solche übergeht, die vom Typus 

du 



dv 



= V, + u«V, 



ist, wo Vj und V, Funktionen von v allein sind. Die Bedingung 
*'_ (v) == bedeutet aber, daß als Nullkurve der G^radenschar 
die Striktionslinie gewählt werden soll. Die vereinfachte Form 
der Gleichung- (6) ist dann: 

da ^ _ 2V*+P*2V' 
dv " 2 2fi'Ai 

Ließe aieb weitQj. erreichen, daß 2fi" = 2^i'* wäre, so wäre 
m^nZl ä'^^^bJ^ Form der Gleichung (6) gefunden. Es 
rnttsssB ajso ajQ -^ _,^ß<^eichungen der allgemeinen Regelfläche 
SO spe^^^n l^^^ ^aß diese Bedingung besteht 
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§3. 
Integrabler Fall. 

Verstehe ich unter: 

X == ^1 (v), y = ij (v), z = A3 (v) 

die Gleichungen einer Kurve, in denen v die Bedeutuog der 
Bogenlänge besitzt, so ist: 

Soll nun weiter: 

2V« = 1 und 2W = 

sein, so muß ich, unter tp eine beliebige Funktion von v ver- 
stehend, ansetzen: 

<7) fi = /(l coByj 4" ^ sin v) dv, f j =/(m cos^^ + /x sin v^) dv, 

fg =/(n cosv^ -|- rsinv) dv, 

wo 1, m, n und A, /x, v die Richtungskosinus der Hauptnormalen 
bezw. Binormalen der Kurve: 

x = ^(v), y = ^(v), z = A3(v) 
bedeuten. 

Für eine solche Kurve muß: 

2v = x« + y' + 55^ = 1 

sein. Sie muß mithin auf der Einheitskugel um den Koordinaten- 
anfangspunkt liegen. Welche Kurve ich auf der Kugel wähle, 
ist an sich gleichgültig, ich muß stets zu einer integrablen Form 
der Gleichung (6) gelangen. 

Als einfachste sphärische Kurve wähle ich den Kreis and 
lege die Koordinatenachsen so, daß der Kreis parallel der XY- 
Ebene liegt Bezeichne ich mit « einen willkürlichen konstanten 
Winkel, der die geographische Breite des Kreises angibt, und 
mit V die Bogenlänge, so erhalte ich als Gleichungen dieses 
Parallelkreises : 

x = X. (v) = cosacosl ), y = ^ = cosasinl 1, 

^ \cosa/' •' ^ Vcosa/' 

z = A3 = sina. 



Dann ist: 



2V = 2V'=i, 



i! 
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und für die Eichtangskosinus der Haaptnormalen bezw. Binormalen 
ergibt sich: 

1 = — cosl ); m = — sinl ); n = 0; 

\cosa/' \cosa/' 

Es ist also zu setzen: 
f, =-/cos(^).cosvdv; % =-/«r(3^)cosvdv; 

fj =/sinv dv. 
Nehme ich v (^ ^s konstante Größe an, so erhalte ich: 

t = — sinl )-cosv^cosa, f^ = cosl Icosv^-cosa, 

/m ^ vcosa/ ^ ' ^ vcosa/ 

fj = v-sinv^. 

Diese Kurve soll die Striktionslinie der geradlinigen Fläche 
werden. Sie ist leicht als Schranbenlinie zu erkennen, wie sich 
auch aus der Berechnung der beiden Krümmungshalbmesser 
ergibt, für die man in beiden Fallen konstante Werte erhält. 

Die geradlinige Fläche erhalte ich, wenn ich in jedem 
Punkte der Schraubenlinie die gerade Linie mit den Richtungs- 
kosinus X^, X^, A3 ziehe. Demnach lauten die Gleichungen dieser 
Fläche: 



(10) 



X = — sinl )cosacosv^4-ucosacos| ), 

Vcosa/ ^ \cosa/' 

y = cosl |-cosacosv^ + ucosasin( ), 

Vcosa/ ^ ' Vcosa/' 



z = vsinv' + u-sina. 

Die Kurven u = const. sind Schraubenlinien. Die geradlinigen 

Efzengenden v = const. der Fläche liegen in den rektifizierenden 

Ebenen der Ausgan^sschraubenlinie. Allgemein gilt hier der Satz : 

Zieht man in jedem Punkte einer gewöhnlichen 

Scbraubenliuj0 g-erade Linien senkrecht zur je- 

woilig^^ Rauptnormsile und unter konstantem Winkel 

ge^^^ "^© i^^QlJjgB Tangente, so ist jene Schrauben- 

0ie stetH 8t^',.j^xialijiie der entstandenen Kegelfläche. 
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Da in diesem Falle: 

ist, so geht Gleichung (6) in die integrable Form über: 

du ^ 1 + n^ 1+ü* 

<^1) dv ~ 22fi'>li ~ 2cos(a + v)* 

Daraus folgt: 

arc tang u = - — - — | — r + # , 

(12) n = tg(# + ^), 

wo a=2cos(a-f-v) gesetzt ist. Setze ich diesen Wert von u in 
die Gleichungen (10) ein, so erhalte ich die Gleichungen 
des gesuchten Eurvennetzes ohne Umwege: 

X = — sini j-cosa-cosv + cosa-cosl )-tg(*4 — ), 

y = cos( Icosacosv^+cosasinl )-tg|ii> + -), 

Vcosa/ ^ ' \cosa/ °\ ' a/' 

z = v-siny 4" si'i^t? (* + ")• 
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Die geradlinige Fläche wird also jetzt von den beiden einfach 
unendlichen Eurvenscharen v = const. und ^ = const. bedeckt, 
die zusammen ein Eurvennetz ohne Umwege bilden. Da die 
Schar v = const in nichts geändert worden ist, stellt sie wie 
in Gleichung (10) die geraden Linien der Fläche dar. Die 
geometrische Bedeutung der Eurven ^ = const. ist nicht ohne 
weiteres zu erkennen. Es muß die Tangente an die Eurve 
u = const. den von den positiven Halbtangenten an die Eurven 
V = const. und ^ = const. gebildeten Winkel oder dessen Neben- 
winkel halbieren, je nachdem ob: 



•^ ^VM' V^©' ,, , V2;(p)' 

dl* öv ' öv 



1) D. G. I. S. 125. 
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Es ist: 



dx 
öv 



^ — cosl Icosv' — sinl |-tg(* + -) + 

Vcosa/ ^ Vcosa/ ^\ ' a/ ' 



cos a- cos 



(— ) 

Vcosa/ 



acos* 



dy_ 
dv~ 



_8in(j[_).co8v + cos(^).tg(*+l)+ 



cos 



vcosa; 



a-cos* 



K3' 

asmi 1 

\C08a/ 



dz . , 



sma 



acos 



■K3' 



dx 



cosa 



cos 



•cosi 1 

Vcosa/ 

■K3 ' 



dz 






sina 



cosa 



•sinl 1 

Vcos al 



c.(*+i) • 



cos' 



'(*+-:)■ 



Folgüch ist: 



4+1) 

es besteht mithia die Gleichung: 



. t/2ir= 



acos* 



K3' 






öv 



d* 



In jedem Punkte.der Fläche halbiert mithin die 
Tangente an die Schraubenlinie den Winkel, den 
die positive HaJbtangente an die Kurve * = const. 
mit der negatiren Fortschreitungsrichtung auf 
der geraden Ljjjje F=r= const. bildet. 



BeokerS' 



\ 
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§4. 
Beispiel. Terlauf der KurTen ^ = const. 

Ich nehme jetzt einen speziellen Fall nnd wähle als sphärische 
Knrve 

von der ich in Gleichung (8) ausgegangen bin, einen größten 
Kreis, dargestellt dnrch die Gleichungen: 

(8 a) X = ^ (v) = cos V, y = ij (v) = sin V, z = ^ (v) = 0. 

In diesem Falle ist: 

V = — sinv, 1 = — cosv, X = Oj 

A^' = cos v', m = — sin V , i^* = , 

;i3' = 0, n = 0, v = l. 

Ffir die Funktion f (v) ergibt sich dann: 

fi = — /cosv costp dv = — sinvcosv, 

(9 a) f 8 = — /sin s cos y d v = cos v-cos v^, 

f^ =/8inv' dv = v-sinv^. 

Die geradlinige Fläche hat somit die Koordinaten: 
(10a) x = — sinv cos V + u- cosv; y = cosvcosy -|- u*sinv; 

z = v-siny. 

Die Schar v = const. stellt wie oben die geraden Linien der 
Fläche dar, die hier parallel zur XY-Ebene laufen, und deren 
senkrechte Projektionen auf die XY-Ebene mit der X-Achse den 

Winkel v, mit der Y-Achse den Winkel — — v bilden. Die 

Schar u = const. besteht wieder aus Schraubenlinien, die auf 
den geraden Linien gleiche Längen abschneiden. Um zu den 
geraden Linien v = const die zweite Schar des Kurvennetzes 
ohne Umwege zu erhalten, bilde ich: 

öx öy . ' dz ^ 

-r-- = cosv, v^ = smv, 3— = 0, 
du 'du ' du ' 

dx • öy . , 

]r— = — COSV COSV — usinv, T-^ = — smvcosv + ucosv, 
dv ' dv r I > 

dz 

— — = sin v^ : 

dv 
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E=l, F = — C08V, G = l+ii* 
Die Differentialgleichong: 



hat mithin die Fonn: 



dv 
da 



dv 



Es ist also: 
(IIa) 

(12 a) 



2C08V + (1 + U*) g- = 0. 



dv 2c08y 

dü~ 1 4-u*' 

^ \2 cos V / 



Folglich sind die Gleichungen des Earven- 
netzes ohne Umwege in diesem Falle: 



(13 a) 



X = — sinv-cosv' + COSVtgl^; *), 

^ ' ^\2cosv^ / 

V + SinV'tg(;r *), 

^ ' ^\2cosv^ /' 



y == COSV cos 

z ^ V'Siny. 



71 1 1 _ 

Jetzt gebe ich y den Wert ~, so daß cosy =^ -^, sinv^ = — 1/3 
ist, und die Gleichungen (13 a) übergehen in: 



<13b) 



x= — — sinv + cosv-tg (v — d), 
y = —COSV + sinv-tg (v — i?), 



2 



z=^t^. 



Um den Charakter der Kurven ^ = const festzustellen, 
imtersuche ich zunächst die Kurve i9 == 0. Ich lege v die ver- 
schiedensten Werte bei und berechne hierfür die Koordinaten 
der Knrvenpunkte. Auf diese Weise erhalte ich folgende Tabelle 
für die Kurve #=::0; 



\ 
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d 


V 


X 


y 


z 











+ 0,6 







71 

4 


+ 0,35 


+ 1.06 


+ 0,68 




n 
2 


+ 0,5 


+ 00 


+ 1,36 




«J 


+ 0,35 


-Ml 


+ 2,04 




ji 





-0,5 


+ 2,72 




'f 


-0,35 


-1,06 


+ 8.40 


■ 


»f 


-0,5 


+ 00 


+ 4.08 




'1 


-0,35 


+ 1,06 


+ 4,76 




^n 





+ 0,5 


+ 5,44 



Auf diese Weise ist es möglich, den Verlauf der Kurve 



n 



ii> = festzustellen. Setze ich v = — oder gleich einem un- 



n 



geraden Vielfachen von — , so rückt die Kurve an diesen Punkten 

ins Unendliche. Lasse ich also v von Null an fortgesetzt wachsen, 
so erhalte ich verschiedene nur im Unendlichen zusammen- 
hängende Kurvenzweige, von denen jeder in bezug auf den 
vorhergehenden auf der entgegengesetzten Seite der X Z - Ebene 
liegt. Jeder einzelne Zweig liegt zwischen zwei der Y-Achse 
parallelen Geraden, denen er sich asymptotisch nähert. Aus der 
durch die beiden parallelen Geraden bestimmten Ebene hebt sich 
der Kurvenzweig nur wenig heraus, ist jedoch keineswegs eben. 
Mit der Ausgangsschraubenlinie, die durch die Gleichungen 
(9 a) bestimmt war, hat die Kurve i^ = die Punkte gemeinsam, 
die Werten v = 0, v = :nr oder einem Vielfachen von n ent- 
sprechen. Da die Z-Koordinate proportional dem Parameter v 
wächst, der Punkt bei wachsenden v sich gewissermaßen um 
die Z -Achse schraubt, indem er auf der Kurve i? = ver- 
schiedentlich das Unendliche passiert, könnte man wohl die Kurve 
d = als hyperbolische Schraubenlinie bezeichnen. Fiir 



n 



# = -7 und * 

4 



n 



sind noch folgende Tabellen berechnet. 
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^ 


V 


X 


y 


z 


4 





-1 


+ 0,5 







jt 
4 


-0,85 


+ 0,35 


+ 0,68 




2 


-0,5 


+ 1 


+ 1,86 




«1 


— OD 


+ 00 


+ 2,04 






+ 1 


-0,5 


+ 2,72 




»f 


4 0,85 


-0,35 


+ 3,40 




«1 


+ 0,5 


-1 


+ 4,08 




'? 


— 00 


+ 00 


+ 4,76 




2^ 


-1 


+ 0,5 


+ 5,44 


2 





— 00 


+ 0,6 







ji 
4 


-1,08 


+ 0,85 


+ 0,68 




2 


-0,5 





+ 1,36 




«? 


-1,06 


-0,35 


+ 2,04 




Tt 

JT 


— 00 


-0.5 


+ 2.72 




»f 


+ 1,06 


-0,35 


+ 8,40 




»i 


+ 0,6 





+ 4,08 




'i 


+ 1,06 


+ 0,35 


+ 4,76 




2.T 


-00 


+ 0,5 


+ 6,44 



Der Charakter dieser Enryen gleicht vollkommen dem der 
Kurve i? = 0. 

Gebe ich in Gleichung (13 a) \p den Wert Null, so erhalte 
ich ein ebenes Knrvennetz ohne Umwege, das unter das von 
O. Scheffers angegebene Beispiel fällt 
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§5. 

Karrennelze ohne Umwege anf der Tangentenflftehe einer 
Baumkurre Ton konstanter erster Krflmmnng. 

Die Baamknrve sei gegeben dorch die Gleichungen: 

f=gi(s), »? = g8(s), C = gs(s). 
Dann ist die Oleichong ihrer Tangentenfläche : 

(1) x = gi(s) + u-a, y = g,(s) + n-/?, z = g3(8) + uy, 

wo ttf ßj y die Bichtongskosinns der Tangenten sind. 

Die Kurven der Schar s = const. sind die Tangenten an 
die Raumkurve, und auf diesen schneiden die Kurven der Schar 
a = const gleiche Bogenlängen ab. Ich suche jetzt wiederum 
die Schar ^ = const., auf welcher die Kurven u = const. eben- 
falls gleiche Bogenlängen abschneiden. Es ist: 

öx , 1 dy ^ , m dz , u 

OS ' ^' ÖS ^ ^' ÖS q 

dj[_ öy_ dz^_ 
du""'*' du~'^' du""^' 



«=:s(lfr='+^- 



Die Differentialgleichung zur Bestimmung des gesuchten Para- 
meters '^y nämlich 









2F+G 


ds 
du 


^ 


= 0, 


nMmt dann die Form an: 














ds 
da 




2 




(2) 


1 


+ 




Nnn ist 


1 


-^(gi' 


'(8))». 
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Ist Q noch eine Funktion von s, so hat die Di£EerentiaIgIeichnng 
den Typus einer Riccatischen : 

du^ u» .1 

und ist deswegen nicht allgemein integrierbar. 

Ist jedoch die Ausgangskurve eine solche von konstanter 
erster Krümmung, so kann man das Integral ausfähren. Es 
ergibt sich: 

U S ""^ 1^ u 

(3) s = — 2^arctg — f-*> folglich tg 



(4) u = — ö-tg 



2^ 
s— 1» 



2q 

Setze ich diesen Wert für u in die Gleichungen (1) ein, so er- 
halte ich als Gleichungen des gesuchten Kurven- 

netzes ohne Umwege: 

g ^ 

x = gi{s) — a-Ö-tg 



(5) 



y = g«{s) — /»e-tg 
z = &(8) — y-ö-tg 



2q ' 

S — 1» 

s — * 



2q 

Die Kurven s ^ const bedeuten in den Gleichungen (1) die Tan- 
genten an die Baumkurve. Da durch die Einsetzung der Gl. (4) 
die Kurven s = const nicht geändert worden sind, stellen sie 
auch in den Gleichungen (6) die Tangenten an die Baumkurve dar. 
Es bleiben noch zu untersuchen die Kurven ^ = const. 

§6. 
BeispieL Terlauf der Kurven ^ = const. 

Als Ausgangskurve wähle ich die Schraubenlinie: 
f=cos(-^|, i7 = sin|-4=|, ^ = --1=^] 

es ist in diesem Falle: 
a = 7='8mUz^L iS = — =-cos-7=, y = — =; ö = 2. 
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Demnadi sind die Gleichnngen des Eorveimetzes: 



-;^-^*M- 



1^2 

Den Verlauf der Kurven i? = const suche ich wieder durch Be- 
rechnung der Koordinaten verschiedener Kurvenpunkte zu zeigen. 
Ich erhalte die folgende Tabelle: 



^ 


s 


X 


y 


z 








1 










2 


+ 0,97 


+ 0,63 


+ 0,53 




r^ 


+ 0,88 


+ 1 


+ 0,69 






+ 0,52 
-1 


+ 1,65 
+ 2,85 


+ 0,81 
+ 0,29 




8| 


-1,63 


+ 3,16 


-0,08 




2n 


— OD 


+ 00 


— 00 




8|r2 


+14,78 


-1 


+19,51 




^2 


+ 3,02 


+ 1,88 


+ 8,97 




2«V2 


+ 1 


+ 1,86 


+ 8,14 




5|K2 


-0,76 


+ 1 


+ 8,62 




4:t 

6;r 


-0,85 

+ 00 


+ 0,52 

— 00 


+ 8,89 

- 00 


7t 

2 





+ 1 


+ 0,59 


+ 0,59 




2 


+ 0,44 


+ 0,89 


+ 1,11 


• 


J»^ 


+ 0,23 


+ 1 


+ 1,80 




^V2 


-1 


+ 1,24 


+ 1,91 ■ 




«J 


-1,25 


+ 1,20 


+ 1.93 




2:t 


-3,56 


-0,05 


+ 1,03 
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^ 


8 


X 


y 


z 


7t 

2 


'i 


— 00 


— 00 


— 00 


3t 





+ 1 


+ 1,41 


+ 1,41 




1»^ 


-0,33 


+ 1 


+ 1,90 




27t 


-0,61 
-1.63 


+ 0,80 
-0,69 


+ 2,20 
+ 8,30 




8|r2 


-1,71 


-1 


+ 8,00 




27tV2 
8^ 


+ 1 

+ 00 


-10,48 

— 00 


-4.15 

— 00 



Die Kurve i9 = hat mit der Ansgangsknrve, die in bezog auf 
die Fläche eine Gratlinie ist, die Punkte gemeinsam, die den 
Werten 8 = 0, 4 jj, Sn- - - entsprechen. Wird s = 2 :nf, 6 w, 
10:77 ••, so rückt die Eur^e an diesen Stellen ins Unendliche. 
Die Enrye besteht mithin ans mehreren im Unendlichen zn- 
sammenhängenden Zweigen, von denen jeder znr Hälfte auf dem 
oberen, znr Hälfte auf dem unteren Teile der durch die Grat- 
linie in zwei Hälften geteilten Tangentenfläche liegt Ffir die 
Z-Eoordinaten der Punkte, die den Werten s = ^^r, hn^ ^n- - - 
entsprechen, besteht in bezug auf die Umgebung ein Maximum, 
gebe ich s die Werte 3?r, In-"^ so besteht ein Minimum. 
Betrachte ich also einen einzigen Eurvenzweig, beispielsweise 
denjenigen von s = 2 ji bis s = 6 :77, so nimmt die Z-Eoordinate 
ab von + oo im Punkte s = 2 ji, erreicht in s = 3 ^ ein Mini- 
mum, steigt an, indem sie im Punkte s = 4jr durch die Grat- 
linie auf die untere Hälfte der Tangentenfläche übergeht, zu 
einem Maximum im Punkte s = 5^ und nimmt wieder ab bis 
— 00 im Punkte s = 6 tt. Die X- und Y-Eoordinaten des Punktes 
nehmen gleichzeitig von + oo ab und wachsen wieder bis + oo , 
bezw. wachsen von — oo und nehmen wieder ab bis — oo ; für 
sie besteht also in hessug auf die nähere Umgebung nur ein 
einziges Minimum bezw- Maximum. 

Der Verlaut ^^j, ^urv^n # = |^ und ^ = n ist ein ganz 

Sbiüicber. 

pjese Art ^ *r^n & — const. bilden also mit den ge- 
jjjni^J^ äet 7, ^^^^^xJÜäche ein Eurvennetz ohne Umwege. 



0deJi 




— 26 — 



III. Untersuchungen über zyklische Flächen. 

§7. 

EnTTennetze ohne UnnTrege auf BotationslUeheii. 

Die Punkte einer jeden Rotationsfl&che lassen sich dar- 
stellen dorch die Gleichungen: 

(1) x=T.co8(-), y=Tsin(-j, z = f(T), 

wo t die Bogenlänge der Parallelkreise T = const bedeutet, 
gerechnet von dem in der XZ -Ebene gelegenen Meridian ans. 
Will ich eine weitere Schar ^ = const. bestimmen, fflr welche t 
ebenfalls die Bedeutung der Bogenlänge besitzt, so bilde ich 
zunächst: 

dx . /t\ dz 



(2) 



. /t\ dx /t\ , t . /t\ 



dz^ 
dt 



= 0; 



||-''W^ 



(3) 



--2(^) = '> 



F=y. 



dx dx 



G 



^^ dt dl 



t 

X 



1+7, + f'W^ 



Die Diflerentialgleichung zur Bestimmnng von ^: 



' dt 



lautet alsdann: 
(4) 



-2^ + (H-^; + fW')^=0. 



Ersetze ich hier t* durch t, und d t durch — ;= , so erhalte ich 

2V\ 
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-4 + (l + ' 



, + f'W« 
1 



)»<= 



0, 



dtj 



(l + ^ + f'w)' 



(6) 



^ = ^ + '(l+f'W). 



Das ist eine lineare Differentialgleichung, die nach Bernonlli 
in folgender Weise zu integrieren ist. Ich setze: 

ti = u- V 

nnd setze die entsprechenden Werte ein. 

dv dr ^ du 1^ i Mi \9i 

V T ' ^ dt I X / / 7 



V = Cj • T ; 



Mithin ist 



ti = uv 



C,U=/{l+f(T)«)dT + #. 
^0 



# + /(l + f(T)«)dT 
^0 



nnd 



(6) 



-v^ 



*+/(i-i-f(TndT 



Setze ich diesen Wert fär t in die ursprünglichen Gleichungen 
ein, so stellen sich die Koordinaten der Umdrehungsfläche als 
abhängig von zwei Parametern t und ^ dar; und zwar sind diese 
80 gewählt, da^ der ursprüngliche Parameter t für beide die 
Bedeutung der ^Qg'enl&nge besitzt, so daß also jetzt die beiden 
einfach ^^^^dli^^^n H^rvenscharen T = const und ii> = const 



/ 
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ein Korvennetz ohne Umwege bilden. Die Gleichungen 
dieses Netzes sind also: 

S = T . cos ( l/* + \f(l + f (T)«)dT J , 



(7) 



= ..sin(|/^ + i/(l+f 



(t)«) dt 



Z = f(T). 



Um zu nntersachen, ob die Eorven t = con8t den Winkel 
zwischen den Kurven r = const und denen # = const halbleren 
oder dessen Nebenwinkel, ist zu berechnen, ob: 

01/ >'l^l* Ö 



VM) 



V2m 



ÖT 



d^ 



oder: 






Es ist, wenn: 



7 + 7/(1 + 1' m dr = a 



8 



gesetzt wird: 

dx 
d 



s , sina/ l+f W'\ öy . cosa/ l + f r* 
-=co8a+-2^ a ■ — ^-^\, 3r^=8ina ^ a ' — -' 

-2(^)'=ii-.<''"+'+''"»'- 



). 



dx\«^ a«+l + f(T) 
öt/ 2a 






d& 



4aT 



1 — 



l + fW»l 



a' 
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Dagegen ist: 






sina dj^ cosa dz 



jLdXü^l 4a" |/-<^\d<>/ 2a' 



»j/^W 1 



4aT 



l + f(T) 



s 



a 



s 



Es ist also: 



dv ■+" d* • 

Die Kurven t = const. halbieren mithin den Nebenwinkel 
des von den Kurven t = const. und * = const. gebildeten Winkels. 
Folglich liegt in jedem Punkte der Rotationsfläche 
die positive Halbtangente an die Kurve d = const. 
symmetrisch zur negativen Halbtangente an die 
Kurve T = const., wo die Tangente an die Kurve 
t = const. als Symmetrieachse gewählt ist. 



§8. 
Beispiele. 

a) Ich betrachte nun zwei Fälle, in denen das Integral 
/(l -)-f'W*dT) in einfacher Weise ausgeführt werden kann. 

1. Die Koordinaten der Punkte einer Kugel lassen sich 
in folgender Weise darstellen: 



x = Tcos— , y = tsin— , z=vT— t*. 

Betrachte ich die beiden einfach unendlichen Kurvenscharen 
T = const und tscoust.^ so ist ohne weiteres einzusehen, daß 
die Schar r = cojisi dio Sohsx der Breitenkreise darstellt und 
die Kurven t= coxisi auf äi^^^^ gleiche Bogenlängen abschneiden^ 



A 
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also als sphärische Spiralen bezeichnet werden können. Da in 
diesem Falle: 

SO ergibt die Integration der Gleichung: 

qu=/{l + f(THdT + *. 
die Beziehung: 



Mithin ist: 



.=lAKR±^. 



Die Gleichungen der beiden Eurvenscharen # = const. und 
T = const., die zusammen das Eurvennetz ohne Umwege bilden, 
sind also: 



X 



Z=|^l — T«. 

Die Eurven r = const sind durch die Substitution von t durch r 
und ^ in nichts geändert, stellen also die Schar der Breiten- 
kreise dar. Die geometrische Bedeutung der Eurven # = const. 
war oben schon gegeben. Die positiven Halbtangenten an diese 
Eurven liegen in jedem Punkte der Eugel symmetrisch zu den 
negativen Halbtangenten an die Breitenkreise, wenn die Tangenten 
an die Spiralen als Sjrmmetrieachsen gewählt sind. Auch hier 
läßt sich wieder durch Berechnung der Eoordinaten verschiedener 
Punkte der Eurven * = const. der Verlauf dieser Eurven zeigen. 

Für die Eurven * = 0, ^ = \, * = ^ ist folgende Tabelle be- 
rechnet: 
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^ 


T 


X 


y 


z 






0,1 

0,2 

* 



+ 0,05 
+ 0,11 



+ 0,08 
+ 0,17 


1 
+ 0.995 
+ 0,98 




1 
3 


+ 0,17 


+ 0,28 


+ 0,94 




1 
2 


+ 0,25 


+ 0,43 


+ 0,87 




2 
3 


+ 0,90 


+ 0,69 


+ 0,75 




3 
4 


+ 0,31 


+ 0,68 


+ 0,66 




5 
6 


+ 0,30 


+ 0,77 


+ 0,55 




9 
10 


+ 0,26 


+ 0,86 


+ 0.44 




24 
25 


+ 0,14 


+ 0,96 


+ 0,28 




99 
100 


-0,06 


+ 0,99 


+ 0,14 


1 

8 











1 




1 
4 


+ 0,09 


+ 0,25 


+ 0,97 




1 
3 


+ 0,05 


+ 0,83 


+ 0,94 




1 
2 


+ 0,12 


+ 0,49 


+ 0,87 




2 
3 


+ 0,17 


+ 0,69 


+ 0.75 




3 
4 


+ 0,19 


+ 0.78 


+ 0,66 




5 
6 


+ 0,18 


+ 0,81 


+ 0,55 




9 
10 


+ 0,14 


+ 0,89 


+ 0,44 




24 
25 


+ 0,03 


+ 0,96 


+ 0,28 




99 
100 


-0,16 


+ 0.98 


+ 0.14 


1 
2 











1 




1 
4 


-0,04 


+ 0,25 


+ 0,97 




1 
3 


-0,01 


+ 0,38 


+ 0,94 
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^ 


T 


X 


y 


z 


1 

2 


1 

2 


-0,09 


+ 0,49 


+ 0,87 




2 
8 


H-0,11 


+ 0,66 


+ 0,76 




8 
4 


+ 0,13 


+ 0,74 


+ 0,66 




5 

6 


+ 0,12 


+ 0,82 


+ 0,55 




9 
10 


+ 0,08 


+ 0,90 


+ 0,44 




24 
25 


-0,02 


+ 0,96 


+ 0,28 




99 
100 


-0,21 


+ 0,97 


+ 0,14 



An dieser Tabelle ist zu erkennen, daß die Kurven ^ = const. 
sich vom Pankte x = 0, y = 0, z = 1 in einigen schwachen 
Windungen ziemlich senkrecht za den Parallelkreisen bis un- 

gefähr zu der Höhe z = — senken, dann aber im positiven Sinne 

3 

sich drehend dem Äqaatorkreise asymptotisch nähern. Dem 
Werte t = 1 entspricht jeder Punkt des Äquatorkreises. B e- 
trachte ich die ganze Eugel, so liegt auf der unteren Kugelhälfte 
der Teil der Kurve * = const. zu dem auf der oberen Kugelhälfte 
liegenden in bezug auf die X-Y- Ebene vollständig symmetrisch. 
2. Betrachte ich die Umdrehungsfläche der Sinas- 
linie um ihre Mittellinie, dargestellt durch die Gleichungen : 

= T.cos(|), 



X 



y = T-sin — , 



z= arcsinx 



so stellen auch hier die Kurven t = const. Parallelkreise und 
die Kurven t = const. eine Art von Spiralen dar. 

J'(l+f'W*)d^ ist auch hier zu integrieren. Man hat 

f(T) = arcsinT, 



i/nr 



r« 
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Die Gleichnngen für das Kurvennetz ohne Umwege lauten als- 
dann : 

i=..co.(y'i(.+*+ii.i±-;)), 

y-r.sta(|/i(, + *+llni±i)), 

z = arcsinT. 

Es ist leicht zu erkennen, daß auf dieser Fläche die Kurven 
* = const. ganz ähnlich verlaufen wie die entsprechenden Kurven 
auf der Kugel im vorhergehenden Beispiel.^) 

b) Auf der Kugel läßt sich auch sonst noch leicht ein Kurven - 
netz ohne Umwege feststellen. Ein Kreis mit dem Radius Eins 
bewege sich so, daß sein Mittelpunkt auf einem zweiten festen 
Kreise gleichen Kadius' rotiere, und daß seine Ebene senkrecht 
zur Ebene des festen Kreises stets durch die Tangente geht, 
die im Mittelpunkt des rotierenden Kreises an den festen zu 
ziehen ist. Nehme ich als Achsen in der beweglichen Kreis- 
ebene die Tangente an den festen Kreis und die Senkrechte 



^) Betrachte ich die beiden ebenen einfach unendlichen Kurvenscharen 

t . t 

x = T-cos — , y = T«sm— , 

wo die Schar t = const. eine Schar konzentrischer Kreise darstellt und die 
Kurven t = const. auf diesen gleiche Bogenlängen abschneidet, also aus 
einer Art von Spiralen besteht, so kann ich auch hier zu einem Kurven - 
netz ohne Umwege gelangen, das die Gleichungen hat: 



X = T-COSl/ ' , 

y=r.sin|/— ^. 



län Beispiel, das nicht unter das von G. Schellers angegebene fällt. 
Recken. 3 



i 
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hierzu, so lauten die Gleichungen der Fläche, die der rotierende 
Kreis beschreibt: 

x = cosv — sinvcosu, y = sinv-j-co8vcosu, z = sinu. 

Diese Fläche ist eine Eugelzone; die Schar y = const. stellt 
die oben beschriebenen erzeugenden Kreise dar, auf welchen 
die Breitenkreise u = const. gleiche Bogenlängen abschneiden. 
Um auch hier die Schar ^ = const. zu bestimmen, auf welcher 
die Kurven u = const. ebenfalls gleiche Bogenlängen abschneiden, 
bilde ich: 

dx . . dy .dz 

--- = smvsmu, t^ = — cosvsinu, r— = cosu: 

du du du ' 

dx . dy . dz ^ 

-— = — sinv — cosvcosu, ^ = cosv — smvcosu, r— = 0: 
dv dv ' dv 

E=l, F= — sinn, G=l + cos«u. 

Setze ich diese Werte in die Differentialgleichung: 

dv 
2F + G^ = 
du 

ein, so erhalte ich: 

dv 
— 2 sinu + (1 + cos^u) 3— = , 

' du 

, 2 sinu , 

av = T— i 5- du, 

1 + cos*u 

v-j-# = — 2arctg(cosu), 



cos 



Mithin sind die Gleichungen des Kurvennetzes ohne Umwege 

v + * 



x = cosv + sinvtg 



y = sinv — cosvtg 



2 

V-f"^ 



=/ 



1 - tg«^^ 



— 35 — 

Unter Benntzung der Identität: 

^ v + * sinv + sini? 
^ 2 cosv + cosii? 

lassen sich diese Gleichungen in folgende umrechnen: 



l + cos(v — ^) _ sin(v — ^) _^/t__t «(li^^ 
^~ cosv + cos* ' ^"cosv + cosd' z— y 1 ^l 2 /* 

Hieraus ergibt sich, daß die Kurven * = const. zu den ent- 
sprechenden y = const. in bezug auf die X Z-Ebene symmetrisch 
liegen. 

Überhaupt lassen sich allgemein auf den Flächen, 
die bei der Rotation einer Kurve um eine Gerade, 
der Achse der Umdrehungsfläche, beschrieben werden, 
die erzeugenden Kurven als zu einem Kurvennetz 
ohne Umwege zugehörig erkennen, zu welchen 
dann die Kurven der andern Schar in bezug auf 
eine durch obige Grade gehende Ebene symmetrisch 
liegen. So kann ich durch Rotation einer gleichseitigen Hyperbel 
um eine nicht in ihrer Ebene liegende, zu ihrer Nebenhaupt- 
achse parallele Gerade einen Ausschnitt eines geraden Kegels 
erzengen. Die Punkte dieser Kegelfläche werden dargestellt 
durch die Gleichungen: 

X = cosv + smvtg — ^ — , 
y = sinv — cosvtg — ^ — , 



z = 



v+** 
cos 



2 

Die Fläche wird von zwei einfach unendlichen Kurvenscharen 

V == const. und d = const. bedeckt, die bei dieser Wahl der 

Parameter ein Kurvennetz ohne Umwege bilden. Unter An- 
wendung der Formel: 

a-{'ß sina-f-sin^ 



tg 



cosa -)- cos/S 

3* 
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gehen die Gleichongen über in: 



l-t-cos(V"t-tf) sin (v + ^) 1 

cosv + cos*' ^ cosv + cos*' v + *' 



cos 



2 



Hieraus ergibt sich, daß die Kurven ^ = const. za den Eorven 
v = const. in bezng auf die XZ- Ebene symmetrisch liegen. 
Beide Eurvenscharen bestehen aus gleichseitigen Hyperbeln, die 
senkrecht zur XY-Ebene ^ehen, und deren Mittelpunkte einen 
Kreis in der XY-Ebene um den Koordinatenanfangspunkt bilden. 

Diese Kurvennetze ohne Umwege entsprechen dem 
G. Scheffersschen Beispiel in der Ebene, 
c) Sind: 

x = ucosv, y = usinv, z = f(u) 

die Gleichungen einer Rotationsfläche und: 

x = U'COs(Vi-f'W), y = usin(Vi + w), z = w-k, 

die Gleichungen einer Schraubenfläche mit derselben Achse, 
so sind: 

x = ucos(vi + -^J, y = usin(vi + -^j, z = f(u) 

die Gleichungen der Schnittlinie beider Flächen. Lasse ich v^ 
sich ändern, so ergibt sich eine Schar Vi = const. etwa von 
rechtsgQwundenen Schraubenlinien auf der Umdrehungsfläche. 
Diesen läßt sich eine Schar linksgewundener Schraubenlinien 
zuordnen mit den Gleichungen: 

/ f(u)\ . / f(u)\ ., . 

x = ucos^v, j^j, y = usin(Va ^j, z = f(u). 

Sollen die Punkte der Umdrehungsfläche jetzt als Schnittpunkte 
der Kurven v^ = const. und v, == const. dargestellt werden, so 
ist u aus der Gleichung: 

Vi-t- j^ -V, ^ 

als eine Funktion von Vj — v^ zu bestimmen. Bezeichne ich 
diese mit ip (v^ — v^), so erhalte ich die gesuchte Darstellung in 
der Form: 
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y = V (Vj — Vi) • sin (^*^i^j , 

_ Ic(V8 — Yi) 
'=- 2 • 

Bestimme ich in diesem Falle die Fundamentalgrößen L Ordnung, 
so erbalte ich: 

-— =cos * ' ^ T^— ^sin * ' * , 
öVj 2 ov, 2 2 

dv,-2*^°^l 2 /^^^'° 2 dv,' dv,~2' 



dx 

= — cos 



dVi~ --"V 2 /dVi 2^'" 2 ' 

Da v (Vj — Vi) eine Funktion von v, — Vi ist, so unterscheiden 

sich 3"^ und t-^ nur durch ihr Vorzeichen. Infolgedessen ist 
dvi öv, 

E = G und ^=_^. 

Damit ist aber erwiesen, daß die beiden Scharen von 
Schraubenlinien auf der ümdrehungsfläche ein Kurven- 
netz ohne Umwege bilden. 

Auf dem Catenoid bilden die Asymptotenlinien 
ein Kurvennetz ohne Umwege; auf der Umdrehungs- 
fläche der Sinuslinie ist dieses Netz zugleich ein 
solches von äquidistanten Kurven.^) 



^) R. V. L i 1 i e n t h a 1 , Äquidistante Kurven auf einer Fläche. Math. 
Annalen Bd. 62 S. 552. 
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§9- 

Karreniietze ohne Umwege auf FUchen, die bei der 

Sehraabung eines Kreises beschrieben werden. 

a) Ein Kreis, dargestellt durch die Gleichungen: 

f = l+sint, tj = costj C = 0, 

drehe sich um die Z -Achse, während sich seine Ebene stets 
parallel zur Z -Achse verschiebt Die Koordinaten der Fläche, 
die der Kreis beschreibt, lauten alsdann: 

X = f cosT -)- V sinr, y = f sinr — rj cost, z = f (t) . 

Setze ich obige Werte von f, rj, C in diese Gleichungen ein, so 
ergibt sich: 

X = (1 + sint) COST -f- cost sinr , 

(1) y = (l -|-sint)sinT — costcosr, 

Z=f(T). 

Die Fläche ist bedeckt mit zwei einfach unendlichen Kurven- 
scharen, den erzeugenden Kreisen T = const. und den Kurven 
t = const., die auf den Kreisen gleiche Bogenlängen abschneiden. 
Ich suche jetzt wieder die dritte Schar # = const. zu bestimmen, 
die mit der Schar t = const. ein Kurvennetz ohne Umwege bildet. 
Ich leite ab: 

— - = costcosT — sintsiUT, -r^ = cos t sin t + sint cost, ^-- = 0: 
öt ot ot 

dx 

-r— = — (1 + sint) siuT 4- cost cost , 

ÖT 

^ = (1 + sint) cost 4- costsiuT , -j- = f (z) ; 

ÖT ' ' ÖT 

(2) E = l, F = l + sint, G = 2(1 + sint) + f(T)«. 

Die Differentialgleichung zur Bestimmung des gesuchten Para- 
meters # lautet demnach in diesem Falle : 

2(1 + sint) + [2(1 -f sint) + f'(T)«]j^ = 0. 

Hieraus folgt: 

J3J dT _ 2 (1 + sint) 



dt 2(l + sint) + f(T)«* 
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Das Integral ist ansznführen, wenn f (t) konstant ist, d. h. wenn 
der erzengende Ereis eine Schranbenbewegnng nm die Z- Achse 
ausfährt. Dann sind die Enryen t = const. die einzelnen Kreise, 
nnd die Enrven t = const., die auf diesen gleiche Bogenlängen 
abschneiden, bedeuten Schranbenlinien. 
Ich setze jetzt: 

f(T)==T.a|/2.^) 
Dann ist: 

dx 1 + sint 



nnd: 



dt a« + l + sint' 



sint ' 

Setze ich diesen Wert für t in Gleichungen (1) ein, so erhalte ich 
die beiden Eurvenscharen t = const. und ^ = const, wo t die 
Bedeutung der Bogenlänge der Eurven # = const hat Die 
Enrven # = const müssen mit den Eurven t =?= const in Gl. (1) 
das gesuchte Eurvennetz ohne Umwege bilden. Um die Gleichungen 
dieses Netzes aufzustellen, ist aus Gleichung (4) t als Funktion 
von T und ^ zu bestimmen und dann in die ursprüngliche 
Gleichung (1) einzusetzen. An diesem Beispiel zeigt sich schon, 
daß die Rechnung praktisch kaum durchzuführen ist, sobald die 
Fläche von etwas komplizierter Art ist, selbst wenn auch die 
Differentialgleichung zur Bestimmung des neuen Parameters noch 
verhältnismäßig einfach zu integrieren ist. 

Setze ich a = 0, d.h. f(T) = o, so dreht sich der Ereis in 
seiner Ebene um den Eoordinatenanfangspunkt, und das dann 
zu bestimmende Eurvennetz ohne Umwege ist wieder ein St)ezial- 
fall des von G. Scheffers angegebenen Beispiels. 



^) Als Proportionalitätsfaktor wähle ich gerade a V^, damit das Integral 
vereinfacht wird. 
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b) Gehe ich von einem Kreise: 

f = l + sint, 17 = 0, C = cost 

ans, der sich so bewegt, daß er stets die Z -Achse berührt, so 
beschreibt er eine Fläche, die dnrch folgende Gleichungen dar- 
zustellen ist: 

x = (l-|-8int)cosT, y = (I + sint)sinT, z = h(r)-j-cost. 

Die Schar t = const. besteht aus den erzeugenden Kreisen, 
auf denen die Kurven t= const. gleiche Bogenlängen abschneiden. 
Um die Kuryen zu bestimmen, auf welchen die Schar t = const. 
ebenfalls gleiche Bogenlängen abschneidet, bilde ich wieder die 
ersten Ableitungen und die Fundamentalgrößen erster Ordnung: 

dx , dy , . dz 

— -=costcosT, -r=^ = costsmr, -rr = — smt, 

öt öt öt 

■z— = — (1 + sint)sinT, -r^ = (l 4-sint)cosT, ^- = h'(T); 

ÖT ' ÖT ' ÖT 

E = l, F = — sinth'W, G = h'(T)«+(l + sint)«. 

Die Differentialgleichung zur Bestimmung des neuen Para- 
meters # lautet demnach: 

— 2 sint-h' (t) -f [h' (t)« + (1 + sint)«] ^ = . 

Folglich ist: 

2sint-h'(r) 



/ » 2smt' 
EWTü 



dt. 



-f sint)« 

Dieses Integral ist ausführbar, wenn h'(T) konstant ist, wenn also 
auch hier wiederum der Kreis um die Z -Achse eine Schrauben- 
bewegung ausführt. Ich setze also: 

h'(T) = a 
und substituiere: 



tg- durch t^; 



dann ist 



, 2dt^ . 2t, _ P Sat^dt^ 

Das Integral ist durch Partialbruchzerlegung auszuführen; es 
ist jedoch sofort zu erkennen, daß es auch hier nicht möglich 
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ist, nach Integration der Gleichung t als eine Funktion von t 
und ^ auszudrücken und die Gleichungen des Kuryennetzes auf- 
zustellen. Diese Unmöglichkeit tritt bei fast allen zyklischen 
Flächen auf. Das benutzte Verfahren ist also nur in wenigen 
Fällen und auf ziemlich einfachen Flächen anzuwenden. 



IV. Kinematische Betrachtungen. 

§10. 

Für die ebenen Eurvennetze ohne Umwege läßt sich nach- 
weisen, daß die absoluten Werte der Drehungshalbmesser in 
jedem Punkte des Netzes bei einer Yerrückung der Tangente 
der Kurve der einen Schar längs der Kurve der andern Schar 
für beide durch ihn hindurchgehende Kurven einander gleich 
sind.*) Nach einer Mitteilung des Herrn Prof. v. Lilien thal 
sind auch bei räumlichen Kurvennetzen ohne Umwege ent- 
sprechende kinematische Eigenschaften anzugeben. 

1. Um diese zu untersuchen, betrachte ich in einem be- 
liebigen Flächenpunkte das Dreikant, das die Tangente an die 
Kurve v = const., die hierzu senkrechte Tangente und die 
Flächennormale miteinander bilden. Die Richtungskosinus dieser 
drei Geraden sind: 

öx öy öz 
du du du 



a» = — T= . dj = — ^= . a, 



E— — F— E^ — F^ E — — F— 
j ÖY dn , dv dv j dv du 



VEt'EG — F*' yEl/EG — F»'. VEyEG— F»' 

Ax ^= Jv , Ay = JL , A^ = Jlä . 

a) Dieses Dreikant lasse ich sich längs der Kurve v = const. 
verschieben und ersetze die Verschiebung durch eine Schrauben- 



^) R. V. Lilien thal, Ober ebene Kurvennetze ohne Umwege. Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematikervereinigung 16 1907 S. 218. Vgl. D. G. I 
S. 126. 
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bewegnng. Ich sacbe nnn in bezng aaf diese Schraaben- 
bewegnng den Nnllpnnkt der Tangentialebene in dem betreffen- 
den flächenpnnkte.^) Znr Berechnung der Koordinaten des Noll- 
pnnktes seien die Bezeichnungen und Formeln angewandt, die 
R V. Lilienthal in D.G. I S. 309 ff. angibt. Für die Bewegung 
l&ngs der Kurve v = const. ist: 

^=-2'-^. >'.=2«-^. p.=2'"fe'^^ 



<u=2 



ax 



dx 
du' 



^«=2'*-5i' *1»=2'^^'' 



Setze ich in diese Gleichnngen die obigen Werte fär Oz- ■ •, Ix- ■ *, 
Ix-'- ein, 80 ergibt sich: 



_ EM — FL _ 



V^' 



P« = 



l/B^-E 
' du 



d^E ^dv^ 



öv 



P 



du 



|/E.|/EG — F« 



Jetzt ftthre ich den Halbmesser der geodätischen Krümmung 
Ea ein, der aus der Gleichung: 

und den entsprechenden zu berechnen ist Nun ist aber: 



dox 
ds 



l_ 

Q 



v^ 



du^ , dx |/E 
' du du 



\/E 



Folglich ist: 



d«x 



und 



2;"-|2'-?;p-^* 



Ku = -T— , oder p, =- - — 



Ps 



Ku' 



*) D. G. I S. 866. 
•) D.G.I 8.311. 
») D. G. I S. 812. 
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Stelle ich nach D. G. I S. 366 die Gleichnngen der Tangential- 
ebene in den beiden veränderlichen Parametern t nnd r in fol- 
gender Weise dar: 

f = Co + taf + Tbf, 

so müssen für den Nullpunkt der Tangentialebene die beiden 
Bedingungen erfüllt sein: 

2(qi + P«fo— P8^o)af — 'f2Pi'^ = ö, 

2(ai + p«fo — P8^o)i>f — t2Pi«f = o. 

Um in diesem Falle die Koordinaten des Nullpunktes zu er- 
halten, ist in diesen beiden Bedingungsgleichungen: 

fo = ^0 = Co = 

zu setzen. Femer 

a| = l, a^ = 0, a^ = 0, 

bf = 0, b^ = l, bf = 0, 

Cf = 0, c,y = 0, Cf = l. 

t = f, T = i7, wenn ( und ri die Koordinaten des Nullpunktes 
im f, 17, f-System sind. Dann wird f = 0; j/E — Pg-iy = 0, d. h. 

Wir erhalten so den bekannten Satz: 

Der Nullpunkt der Tangentialebene f&llt für 
die betrachtete Verrückung des Dreikants mit dem 
Mittelpunkte der geodätischen Krümmung der 
Kurve v = const. zusammen. 

b) Verschiebe ich das Dreikant längs der Kurve u = const, 
so ist: 

^=2'^-d^' *»=2i'*-df' ^=2^-d^- 

Setze ich jetzt wieder die Werte für Ox, t usw. ein, so er- 
halte ich: 
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EN — PM M 

Pi= /^ .,-^^ „. > Pt = — 



V^-^EG— F*' ^' 



p.=2' 



öv du d*x 1 I du dv 



wo: 



,1/EYEG— F' öuöv l/E/ 2E1/EG— F» 
^ dg ov ^L 



F l/EG — F' 

Bestimme ich auch hier wieder wie oben den Nnllponkt, so er- 
halte ich: 



EG — F« Ft/EQ — F« 

^= e;— ' "= — k^ — • 

Wird kl = 0, so muß 2 Cf Pi = sein. Das würde aber nach 
D. G. I S. 356 keinen Nnllponkt ergeben. Es bleibt also nar 
übrig der Fall k^ ^ 0. 

Dann hat der Nullpunkt die Koordinaten: 

_ EG— F* du , \ dv du/ _ _l/E/pdx dx\ 
^~^ k, fE'^ V^K ~^ ki\ du *dvj 

p^_r?^ 

— t/E|/G |/EG — F« dv du 



kl i/GYEG— P*' 

Die Yerbindungslinie des Flächenpunktes mit dem 
Nullpunkt der Tangentialebene steht mithin senk- 
recht zur Tangente an die Kurve u = const. in dem 
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betrachteten Flächenpankte. Der Abstand der 
beiden Punkte ist: 

2. Betrachte ich das Dreikant, bestehend aas der Tangente 
an die Knrve a = const., der hierzu senkrechten Tangente and 
der Elächennormalen, so ist: 

öx dy dz 
öv öv öv 

"'~W ""'W "''W 

F^_G^ V^/-Q^/ f|^-G^ 

- ÖV Qu ÖV "1^ f "V du 



l/E|/EG— F«' l/El/EG— F«' |/El/EG— F«' 

a) Verschiebe ich dieses Dreikant längs der Eorve a = const., 
so erhalte ich: 

XT^ dA^_ FN — GM _^ dAx N_ 

P« — ^ * d7~ G t/EG — F» 

lF^_G(^_i^) F^-I^-^^E + G^ 
2 öv \öv 2 du/ öv ^ öv ' öu 

~ Gl/EG — F« ~ |/Gl/EG — F^ 

Der Halbmesser der geodätischen Krümmung wird wieder be- 
stimmt durch die Gleichung: 

Ql + hl = Ky'U 

und die entsprechenden. Da 



^^ g öv* dxdt/G| 
l/G\l/G öv' öv / 



und 
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■^". = i-2J'.^=;^p. 



80 ist 



Für den Nullpunkt der Tangentialebene erbalte 
icb den Mittelpunkt der geodätiscben Erämmung 
der Kurve u = const. 

b) Verrücke ich das Dreikant längs der Kurve v = const., 

80 ist: 

_ XTya>tx_ FM — GL _^ Wx_ — M 



p. =^''^ = 



l/Gl/EG — F« '' -^ du |/q: 

dB 
dox -^^Vdv "da/öndv 2" da 2"dv 



-^V dv da/dady 2 da 2 



wo: 



du Gf^EG — F* G|/EG — F» 

dg ' dv k, 

|/Gl/EG^^ ~~l/Gl/EG^^' 

k.==FÖ|^_^EG^ 
' du ' öv 



gesetzt sei. 

XT öx P X7f öx i/EG — F* 

Setze icb diese Werte in die Bedingangsgleicbangen ffir den 
Nollpankt ein, so erhalte ich: 

F k. 



l/G VGI/EG — F« 

-|/EG-F« , > fc« ^n 

f^G l/G^EG — F* 
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Mithin ist: 



EG — F^ ^ Fj/EG — F^ 
k^ kj 

Die Koordinaten des Nullpunktes sind also: 

öx _,dx pöx 

rf_ . EG — F^ dv F öv ö^ 

T^öx_ dx 
, V^EG-|/EG — F« öv du 



k, l/El/EG— F»* 

Die Verbindungslinie des Nullpunktes mit dem be- 
trachteten Flächenpunkte steht also senkrecht 
zur Tangente an die Kurve v = const. Der Abstand 
der beiden Punkte ist: 

^ l/EG-l/EG — F« 
Es ist mithin: 
1 "^ og ov og 1 ' og ov 

1 ÖV *^ ÖV ' öu 1 du "^ öv 



Kv Gj/EG- F» ' Tu vIeGYEG — F* 

Für Tu = Tv ist: 

d|/E^ ö|/G. 

öv d.u ' 



für Tu = — Tv ist: 



öj^^ öj/G 



öv 'du * 

Sollen also die beiden Abstände des Flächenpunktes 
von den betreffenden Nullpunkten einander gleich 
sein, so muß ein Kurvennetz ohne Umwege vor- 
liegen. Umgekehrt, liegt ein Kurvennetz ohne Um- 
wege vor, so sind die Abstände des Flächenpunktes von 
den beiden betreffenden Nullpunkten einander gleich. 
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Im Falle Tu = Ty ist 

l/Edu— |/Gdv 
ein Yollst&ndiges Differential, wir setzen hier: 

l/Edu — |/G d V = dvi . 
Längs einer Kurve v^ = const. ist dx proportional zu: 

Idx dx 
öu^ I öiy^ 

d.h. die Kurven v'i = const. halbieren die von den 
positiven Halbtangenten der Kuren u = const. und 
v = const. gebildeten Winkel. 

Im zweiten Falle ist 

l/Edu+l/Gdv 
ein vollständiges Differential, wir setzen hier: 

l/Edu + |/Gdv = dv«. 
Längs einer Kurve v'« = const. ist dx proportional zu : 

(dx dx \ 
öä äv I 
ylS i/G/ 

Die Kurven tp^ = const. halbieren also die Neben- 
winkel der oben genannten Winkel. 

Nun ist allgemein: 
11 ou ' ov oa ov du 

E|/Gl/EG — F» 

^__j/G___ '^\t/EG/ ^ t/G dcosy 

~ 1/EG — F« da "~ y^G — F» du ' 
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wo q> der "Winkel ist, den die Kurven u = const und v = const 
miteinander bilden. Entsprechend erhalten wir: 



1 

Tv 



1^ 
K, 



t/EG 



d^ ^d^ -,d|/G 



du 



— F 



dy 



^if-V^^ + Ö 



ÖF 
dv 



dj/G 
du 



l/EGl/EG — F' 



l/EG 



ÖF 
dy 



— fI^g 



d|/E 



+ 1^ 



Gl/EG — F 

d£G 
dy 



?) 



V^" 



l/EG"— F» öv 



Gy^l/EG — F* 

*^\t/EG) ^ }ß 

VEG — F« dy 



dcos^j 



WO 9? wieder der Winkel ist, den die Kurven n = const. und 
v = const. miteinander bilden. 

In dem besonderen Falle Tu = Tv wird nach diesen beiden 
Gleichungen die Differenz: 



Ku 



i^y^x ÖCOS9? ^V^i ÖCOS9? 



K. 



du öv 



yEG — F 
Ist dagegen Tu= — Tv, so kommt: 



öv du 



+^= 



dv^2 dcos^? btp^ dcos9? 



Ku ' Kv v^EG — F« 



öv öu 



öu öv 



Ist nun (p nur eine Funktion von v'i oder nur eine Funktion 
von Va, 80 schneiden die Kurven u = const und die Kurven 
V = const jede Kurve \p = const längs einer solchen unter kon- 
stantem Winkel, die Parameterkurven sind also „streifenförmig" 
in bezug auf ihre Winkelhalbierende angeordnet B. Rothe nennt 
in einem solchen Falle das Kurvennetz gestreift^) Aus den 
Gleichungen ergibt sich, daß in diesem Falle die absoluten Werte 
von Ku und Kv einander gleich sind; dies findet auch umgekehrt 
statt. Bs folgt also der von R. R 1 h e gefundene Satz : 

Sind in einem Punkte die Radien der beiden 
geodätischen Krümmungen ihrem absoluten Werte 



^) SitzuDgsberichtd der Berliner Mathem, Gesellschaft V 1906 S. llff. 
Reckers. 4 



